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ΠΕΡΙΛΗΨΗ  
Ας υποθέσουµε ότι θέλουµε να παντρέψουµε πέντε κορίτσια µε πέντε αγόρια. Ας υποθέσουµε 

επίσης ότι ζούµε σε µία µητριαρχική κοινωνία όπου ο λόγος των γυναικών υπερέχει εκείνου των αντρών, 
οπότε καταγράφουµε τις επιθυµίες µόνο των κοριτσιών. Κάθε αγόρι θα δεχτεί να παντρευτεί όποιο κορίτσι 
το επιλέξει. Ενδιαφερόµαστε όµως για ένα πλήρες ταίριασµα, δηλαδή, µε άλλα λόγια, να παντρέψουµε  
κορίτσια και αγόρια κατά τις επιθυµίες των κοριτσιών και να µη µείνει κορίτσι (αλλά ούτε και αγόρι) 
ανύπαντρο. Το πρόβληµα αυτό είναι γνωστό στη βιβλιογραφία ως πρόβληµα του γάµου [1].  

Η ύπαρξη ή µη λύσης στο παραπάνω πρόβληµα µε τα ως άνω δεδοµένα διαπιστώνεται εύκολα. Τι 
γίνεται όµως, αν τα δεδοµένα  αυξηθούν, λόγου χάρη αν τα κορίτσια γίνουν 100;  

Προβλήµατα τέτοιας φύσεως απασχόλησαν τον Phillip Hall, ο οποίος έδωσε θεωρητική 
απάντηση το 1935 [1] (απόδειξη µε χρήση µαθηµατικής επαγωγής), ενώ οι αλγοριθµικές λύσεις ήρθαν 
πολύ αργότερα [4] και πλέον υπάρχουν πολλές µεταγραφές  σε γλώσσες προγραµµατισµού (πχ δες [5]).  

Στην εργασία αυτή παρουσιάζουµε τις ικανές και αναγκαίες συνθήκες ύπαρξης πλήρους 
ταιριάσµατος σε διµερή γραφήµατα, στοχευµένα, µέσα από παραδείγµατα και κατασκευάζουµε αλγοριθµικά 
λύσεις.. Στη συνέχεια περιγράφουµε τον  κώδικα που υλοποιήσαµε στο προγραµµατιστικό περιβάλλον του 
Scratch1,  για τις περιπτώσεις όπου το initial matching (που δεν εισάγεται από τον χρήστη, αλλά 
υπολογίζεται δυναµικά) αφήνει αταίριαστο το πολύ ένα ζευγάρι κορυφών. Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι στο 
Scratch δεν µπορούν να οριστούν διδιάστατοι πίνακες και pointers, θέτοντας όρια εκ των προτέρων στη 
συγγραφή κώδικα και, στην περίπτωσή µας τον περιπλέκει. Παραµένει, ωστόσο, ένα αξιόλογο εργαλείο 
εισαγωγής των µαθητών στον κόσµο των αλγόριθµων και του προγραµµατισµού.  
 
ΛΕΞΕΙΣ-ΚΛΕΙΔΙΑ: αλγόριθµοι, γραφήµατα, θεώρηµα Hall. 



 

 

 

  



 

 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Πότε λύνεται το πρόβληµα του γάµου; Αν λύνεται, µπορεί να κατασκευαστεί µία λύση; Μετά τον 

Hall [1], γνωρίζουµε ότι για να παντρευτούν όλα τα κορίτσια κατά τις επιθυµίες τους, πρέπει και αρκεί, 
οι επιθυµίες οποιουδήποτε υποσυνόλου κοριτσιών να είναι τουλάχιστον όσα και τα κορίτσια. Με άλλα 
λόγια, πρέπει και αρκεί: 

● ένα οποιαδήποτε  κορίτσια να επιθυµεί τουλάχιστον ένα αγόρι 
● δύο οποιαδήποτε κορίτσια να επιθυµούν τουλάχιστον δύο αγόρια 
● τρία οποιαδήποτε κορίτσια να επιθυµούν τουλάχιστον τρία αγόρια κτλ. 
 
Προχωράµε µε µία µικρή εισαγωγή στη θεωρία των γραφηµάτων, τη µαθηµατική θεωρία πίσω από 

τις αναζητήσεις αυτού του άρθρου ([2], [3], [4]). Αρχικά, παρουσιάζουµε το πρόβληµα που από τους 
ιστορικούς θεωρείτε ότι η προσπάθεια επίλυσής του στάθηκε η αιτία της γέννησης της θεωρίας αυτής. 
 

Οι 7 γέφυρες του Koenigsberg [2]. Στα µέσα του 
18ου αιώνα υπήρχε στην τότε Πρωσία µια πόλη 
που ονοµαζόταν Koenigsberg (το σηµερινό 
Kaliningrad της Ρωσίας), την οποία διατρέχει  το 
ποτάµι Pregel. Σε αυτό το ποτάµι υπάρχουν δύο 
µικρά νησιά τα οποία αποτελούν µέρος της πόλης 
και συνολικά 7 γέφυρες που συνδέουν τα 
ηπειρωτικά και νησιωτικά µέρη µεταξύ τους. 
Λέγεται ότι οι άνθρωποι στην πόλη διασκέδαζαν 
µε το παρακάτω πρόβληµα: Ξεκινώντας από 
οποιοδήποτε σηµείο A,B,C ή D όπως στο σχήµα 
1, είναι δυνατόν να βρεθεί διαδροµή που να περνά 
από κάθε µία από τις επτά γέφυρες ακριβώς µία 
φορά και να επιστρέφει στο σηµείο που ξεκίνησε; 
Κανείς δεν µπορούσε να βρει µία τέτοια διαδροµή, 
κανείς όµως δεν µπορούσε και να αποδείξει ότι 
δεν υπάρχει. 

 

Σχήµα 1. 

 

Το 1736, ο Leonhard Euler (1707-1783), επισκέφτηκε την πόλη, βρήκε το πρόβληµα 
ενδιαφέρον και συνειδητοποίησε ότι η φύση του είναι πολύ διαφορετική από αυτή 
των προβληµάτων της παραδοσιακής γεωµετρίας. Μελέτησε το πρόβληµα και το 
γενίκευσε, ανεξάρτητα από τον αριθµό των νησιών, των όχθεων  και τον αριθµό των 
γεφυρών που τα συνδέουν και έλυσε το γενικευµένο πρόβληµα. Το εύρηµά του, 
περιέχεται σε ένα άρθρο µε  τίτλο «Η λύση ενός προβλήµατος που σχετίζεται µε την 
γεωµετρία της θέσης» και δηµοσιεύθηκε το 1736 [6]. Συνεπέρανε ότι η λύση του 
προβλήµατος είναι αδύνατη, για πρώτη φορά, µε µαθηµατικούς συλλογισµούς. 
Χρησιµοποίησε κορυφές (vertices) για να αναπαραστήσει  νησιά και όχθες και ακµές 
(edges) για αναπαραστήσει τις γέφυρες. Η δύσκολη στην ανάγνωση γκραβούρα  και 

το παρακάτω γράφηµα (Σχήµα 2)  µεταφέρουν ακριβώς την ίδια πληροφορία, µοναχά που το γράφηµα 



 

 

 

είναι απείρως πιο ευανάγνωστο.  

 

Σχήµα 2. 

 
ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ. 
Το γράφηµα του σχήµατος 2 είναι σήµερα γνωστό 
ως πολυγράφηµα (multigraph). Γενικά, ένα 
πολυγράφηµα είναι ένα σύνολο κορυφών οι 
οποίες συνδέονται  µε µία ακµή ή έναν αριθµό 
ακµών. Για παράδειγµα, στο πολυγράφηµα του 
σχήµατος 2, οι κορυφές A και C δεν ενώνονται, οι 
κορυφές B και D συνδέονται από µία ακµή και οι 
κορυφές B και C ενώνονται από 2 ακµές.                                                 
Οι θέσεις των κορυφών και τα µήκη των ακµών 
είναι αδιάφορα. Ενδιαφερόµαστε µονάχα για το  
αν συνδέονται µεταξύ τους δύο  κορυφές, και αν 
ναι, πόσες φορές. Έτσι, ο χάρτης του σχήµατος 1 
και τα γράφηµα των σχηµάτων 2 και 3, είναι 
ισοδύναµα µεταξύ του (ισοµορφικά). 

 

 

Σχήµα 3. 

 
Περισσότερα παραδείγµατα πολυγραφηµάτων δίνονται παρακάτω: 

 



 

 

 

Σχήµα 4. 

 
Από τα πολυγραφήµατα του σχήµατος 4, στο (a)  ζευγάρια κορυφών συνδέονται µε τουλάχιστον 2 

ακµές. Στο καθένα από τα πολυγραφήµατα (b) – (g), κάθε δύο κορυφές συνδέονται απ’ το πολύ µία 
ακµή: τέτοια πολυγραφήµατα ονοµάζονται απλά γραφήµατα ή για συντοµία, γραφήµατα. Έτσι κάθε 
γράφηµα είναι ένα πολυγράφηµα, αλλά το αντίστροφο δεν ισχύει.  

Έστω G πολυγράφηµα, όπου V το σύνολο των κορυφών και E το σύνολο των ακµών του. Γράφουµε  

G = (V,E). 

● Δύο κορυφές του G λέγονται γειτονικές αν συνδέονται µε µία ακµή του G. 
● Η γειτονιά µιας κορυφής είναι το σύνολο όλων των γειτονικών κορυφών της.  
● Για κάθε S υποσύνολο του V ορίζουµε ως N(S) το υποσύνολο του G που αποτελείται από τις 

κορυφές του G που γειτονεύουν µε κορυφές από το S. Γράφουµε |N(G)| για να δηλώσουµε το 
πλήθος των στοιχείων του N(G).  

● Διαδροµή (walk)  είναι κάθε ακολουθία κορυφών και ακµών όπου κάθε κορυφή γειτονεύει  µε 
µία προηγούµενη και µε µία επόµενη.  

● Μονοπάτι (path) είναι κάθε διαδροµή που δεν επαναλαµβάνει τις ίδιες κορυφές και   
 

 

● Κύκλος (cycle) είναι κάθε µονοπάτι που  αρχίζει και τελειώνει στην ίδια κορυφή.  

 
 

Για παράδειγµα, έστω το πολυγράφηµα G του σχήµατος 5. Έχει 7 κορυφές και 12 ακµές και 
V={a,b,c,f,g,h,k}, E={e1,e2,…,e12}.   

 



 

 

 

Σχήµα 5. 

Οι κορυφές a και k είναι γειτονικές, όµως η a και η b όχι. Η κορυφή a ανήκει (προσπίπτει) στην 
ακµή e1 αλλά όχι στην e3. Οι κορυφές a και k ενώνονται µε την ακµή e1. Μπορούµε να γράψουµε: e1 
= a-k, και να ονοµάσουµε  a και k τα δύο άκρα της e1. 

Στο πρόβληµα του γάµου, τα κορίτσια και αγόρια συνθέτουν τις κορυφές ενός γραφήµατος, 
ενώ οι επιθυµίες των κοριτσιών αποτελούνε τις ακµές του. 

 
ΔΙΜΕΡΗ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ. 

Σε αυτήν την παράγραφο, δίνουµε τον ορισµό των διµερών γραφηµάτων, ο οποίος παίζει 
κεντρικό ρόλο στα προβλήµατα µε τα οποία ασχολούµαστε. 

Ένα γράφηµα G λέγεται διµερές (bipartite) αν το σύνολο των κορυφών του είναι η ένωση δύο 
µη κενών ξένων µεταξύ τους συνόλων κορυφών V1  και V2,  τέτοιων που, κάθε ακµή του G να έχει το 
ένα άκρο της στο V1 και το άλλο στο V2.  

Τα παρακάτω γραφήµατα είναι όλα διµερή.  

 

Στο πρόβληµα του γάµου τα κορίτσια και τα αγόρια αποτελούν  κορυφές ενός γραφήµατος, µε  
V1 το σύνολο των κοριτσιών και V2 το σύνολο  των αγοριών.  

Ας δούµε ένα απλό παράδειγµα  το οποίο κινείται πάνω στη λογική του προβλήµατος του γάµου, 
προκειµένου να µας βοηθήσει να κατανοήσουµε την έννοια του πλήρους ταιριάσµατος αλλά και πως 
µπορούµε να φτάσουµε σε αυτήν.  

Το πρόβληµα των επιλογών του κηπουρού. Ένας κηπουρός αποφάσισε να φυτέψει διάφορα 
καλλωπιστικά φυτά στις γλάστρες που ήταν άδειες στον κήπο που φρόντιζε. Οι άδειες γλάστρες ήταν 
διαφορετικού µεγέθους µεταξύ τους και τα φυτά που ήθελε να φυτέψει δε ταίριαζαν σε όλες τις γλάστρες. 
Για να µπορέσει να καταλήξει, έφτιαξε την παρακάτω λίστα, που περιγράφει ποια φυτά µπορούν να µπουν 
σε κάθε γλάστρα. Είναι εφικτό να φυτευτεί ακριβώς ένα τέτοιο φυτό σε κάθε γλάστρα, έτσι ώστε να έχει 
τελικά ο κηπουρός διαφορετικό φυτό σε κάθε γλάστρα;  

POTS A B C D E 

FLOWERS 1,3,5 2,4 2 4,5 3,5 
 

Είναι φανερό ότι ο παραπάνω πίνακας αντιστοιχεί στο διµερές γράφηµα του σχήµατος 6, όπου 
V1={A,B,C,D,E}, V2={1,2,3,4,5} και οι ακµές συνδέουν γλάστρες µε φυτά που µπορούν να δεχτούν.



 

 

 

 

Σχήµα 6. 

 

Ταιριάσµατα και πλήρη ταιριάσµατα σε διµερή γραφήµατα. Συνεχίζουµε µε δύο πολύ χρήσιµες 
έννοιες: 

● Ταίριασµα (matching) σε διµερές γράφηµα G = (V1 ∪  V2, E)  είναι µία ένα προς ένα 
αντιστοίχηση κάποιων ή όλων των κορυφών του V1 µε εκείνες του V2.  Ταιριάσµατα που 
προκύπτουν από το γράφηµα του σχήµατος 6 είναι µεταξύ άλλων τα ακόλουθα: 

   

● Πλήρες ταίριασµα (complete matching) είναι κάθε ταίριασµα όπου περιλαµβάνει όλες τις 
κορυφές του γραφήµατος. Πλήρες ταιριάσµατα του γραφήµατος του σχήµατος 6 είναι το 
παρακάτω. Αυτό, δεν είναι παρά µία λύση στο πρόβληµα των επιλογών του κηπουρού: 

 

Σχήµα 7.      

Είµαστε πλέον σε θέση να διατυπώσουµε το θεώρηµα του Hall [1] στη γλώσσα των 
µαθηµατικών: 

ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΟΥ HALL 

Έστω G = (V1 ∪  V2, E) διµερές γράφηµα, µε |V1|=|V2|. Στο G υπάρχει πλήρες ταίριασµα, αν 



 

 

 

και µόνο αν, για κάθε υποσύνολο S του V1, είναι |S| ≤ |Ν(S)|, όπου Ν(S) οι γειτονικές κορυφές του S.  

Πρέπει να επισηµάνουµε ότι  ο έλεγχος πλήρωσης των συνθηκών του θεωρήµατος του Hall δεν 
είναι απλή υπόθεση, αφού  για ένα σύνολο µεγέθους n απαιτούνται 2^n -1 υπολογισµοί. Όταν 
ικανοποιούνται δεδοµένες συνθήκες, το θεώρηµα εξασφαλίζει την ύπαρξη λύσης, αλλά δεν την 
υπολογίζει. Στην επόµενη παράγραφο, επιγραµµατικά, µέσα από παράδειγµα, παρουσιάζεται ο 
αλγόριθµος που οδηγεί στην κατασκευή λύσης (βλέπε [4]).   

 

Ο  ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΠΛΗΡΟΥΣ ΤΑΙΡΙΑΣΜΑΤΟΣ ΣΕ ΔΙΜΕΡΗ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ 

Πραγµατοποιώντας 2^5-1 ελέγχους παρατηρούµε ότι οι συνθήκες του θεωρήµατος του Hall 
ικανοποιούνται στην περίπτωση των επιλογών του κηπουρού. Άρα υπάρχει λύση και για να τη βρούµε 
εκτελούµε τα ακόλουθα βήµατα : 

Βήµα 1. Ξεκινάµε µε ένα αρχικό ταίριασµα: (δηλαδή µε µία πρώτη επιλογή. Κριτήρια σύµφωνα µε τα 
οποία κατασκευάζουµε ένα πρώτο ταίριασµα θα τεθούν και θα αναλυθούν στην παράγραφο  παρουσίασης 
του κώδικα). 

 

Σχήµα 8. 

Το αρχικό ταίριασµα του σχήµατος 8, είναι ισοδύναµο µε την ακολουθία ακµών: A-5, B-4, C-2, E-3. 

Βήµα 2.  Η κορυφή D δεν έχει ταίρι.  Σύµφωνα όµως µε το γράφηµα 6, στην D θα µπορούµε να φυτέψουµε 
είτε το λουλούδι 4 είτε το λουλούδι 5. Στο αρχικό ταίριασµα, αντιστοιχίσαµε το  λουλούδι 4 στη γλάστρα 
Β, δηλαδή θεωρήσαµε την ακµή Β-4. Διαγράφουµε αυτήν την ακµή, συµβολικά γράφουµε Β=4 και 
δίνουµε το 4 στην D, δηλαδή σχηµατίζουµε την ακµή D-4. Η Β τώρα µένει ελεύθερη και την 
αντιστοιχούµε στο 2, αφαιρώντας παράλληλα το λουλούδι 2 από τη γλάστρα C. Μέχρι τώρα, έχουµε κάνει 
τις εξής κινήσεις:   

D-4=B-2=C 

Βήµα 3. Όµως, στην C δεν µπορούµε φυτέψουµε κάτι διαφορετικό από το 2. Οπότε, θα πρέπει να 
επαναλαµβάνουµε την όλη διαδικασία από την αρχή και να αντιστοιχήσουµε στην γλάστρα D την άλλη 
της επιλογή, δηλαδή το λουλούδι 5. Εποµένως το 5 φεύγει από την A και δίνουµε στην Α την πρώτη της 
επιλογή, δηλαδή το λουλούδι 1. Δηλαδή: 

 D-5=A-1 

Η παραπάνω ακολουθία αποτελεί ένα εναλλακτικό µονοπάτι (alternating path) για το γράφηµα 
G. 



 

 

 

Βήµα 4. Συνδυάζουµε τα αποτελέσµατα του προηγούµενου βήµατος µε τις ακµές του αρχικού 
ταιριάσµατος που δεν έχουµε διαγράψει µέχρι τώρα  και σχηµατίζουµε την ακολουθία ακµών 

A-1, B-4, C-2, C-5, E-3 

Βήµα 5. Διαπιστώνουµε ότι η παραπάνω ακολουθία δεν είναι παρά ένα πλήρες ταίριασµα και το 
πρόβληµα των επιλογών του κηπουρού έχει µόλις λυθεί.  

Ο αλγόριθµος επιγραµµατικά. Ο αλγόριθµος που παρουσιάσαµε συνοψίζεται στα ακόλουθα:  

➔ Βήµα 1. Ξεκίνα από ένα οποιοδήποτε αρχικό ταίριασµα 
➔ Βήµα 2. Ψάξε  ένα εναλλακτικό µονοπάτι 
➔ Βήµα3. Χρησιµοποίησε το εναλλακτικό µονοπάτι που µόλις βρήκες για να βελτιώσεις το αρχικό 

ταίριασµα. Αν δεν µπορείς να βρεις εναλλακτικό µονοπάτι, σταµάτησε. 
➔ Βήµα 4. Συνδύασε τα ταιριάσµατα  που δηµιούργησες από το προηγούµενο βήµα µε αυτά που 

είχες στο αρχικό σου ταίριασµα. Βάλε µαζί τις ακµές του αρχικού ταιριάσµατος που δεν έχεις 
πειράξει µέχρι τώρα.  

➔ Βήµα 5. Αν βρήκες πλήρες ταίριασµα σταµάτα, διαφορετικά ξαναγύρνα στο βήµα 2.  
 

Υλοποίηση σε περιβάλλον Scratch της αναζήτησης πλήρους ταιριάσµατος σε διµερές 
γράφηµα (Complete Matching) 
  

Για την παρουσίαση του αλγόριθµου αναζήτησης πλήρους ταιριάσµατος σε διµερές γράφηµα, 
θα αναλυθούν τα επιµέρους βήµατα επίλυσης του προβλήµατος µέσω του παρακάτω παραδείγµατος. 
  
Ø Το πρόβληµα 

Στοχεύοντας σε αποδοτικότερη λειτουργία της εταιρείας, ο Διευθυντής αποφάσισε να αναθέσει 
συγκεκριµένη εργασία/εργασίες σε κάθε υπάλληλο. Για δική του διευκόλυνση, έφτιαξε την παρακάτω 
λίστα που περιγράφει τις εργασίες µπορεί να διεκπεραιώσει κάθε υπάλληλος της εταιρείας. Είναι εφικτό 
το ταίριασµα ζευγαριών, έτσι ώστε κάθε υπάλληλος να αναλάβει µια διαφορετική εργασία;  
 

PERSON TASKS 

A 5, 1, 3 

B 2, 4 

C 2 

D 3, 1 

E 3, 5 

 
Η λύση 
Το πρόγραµµα θα πρέπει να υλοποιεί τα εξής: 
1. Αναζήτηση ατόµων µε µία µόνο επιλογή και υποχρεωτικό ταίριασµα µε την επιλογή αυτή. 
2. Αναζήτηση επιλογής που ταιριάζει σε ένα µόνο άτοµο. Εφόσον δεν συµπεριλαµβάνεται στις επιλογές 

των υπόλοιπων ατόµων, υποχρεωτικό ταίριασµα της επιλογής µε το συγκεκριµένο άτοµο. 
3. Αρχικό ταίριασµα κάθε ατόµου µε την πρώτη του επιλογή. Σε περίπτωση που η πρώτη επιλογή του 

δεν είναι διαθέσιµη, παραµένει αζευγάρωτος. 



 

 

 

4. Αναζήτηση διαθέσιµης επιλογής για το αζευγάρωτο άτοµο από το σύνολο των επιλογών του.  
5. Αν δεν υπάρχει διαθέσιµη επιλογή για το αζευγάρωτο άτοµο, αλλά µπορεί να αποδεσµευτεί µια 

επιλογή από κάποιο άλλο άτοµο το οποίο έχει και άλλες δυνατές επιλογές, γίνεται αντιστοίχιση για 
το αζευγάρωτο άτοµο. 

6. Τα προηγούµενα βήµατα επαναλαµβάνονται µέχρι να προκύψει πλήρες ταίριασµα ή να έχουν 
εξαντληθεί όλοι οι πιθανοί συνδυασµοί ταιριασµάτων (εναλλακτικά µονοπάτια). 

 
  Ροή λειτουργιών προγράµµατος και Ανάλυση των λειτουργιών 

 
1. Με το πάτηµα της πράσινης σηµαίας καλείται η διαδικασία Data Entry όπου:  

● αρχικοποιούνται οι τιµές των µεταβλητών 
● διαγράφονται τα περιεχόµενα από όλες τις λίστες 
● ο χρήστης, µέσω σχετικών ερωτήσεων, εισάγει: 

○ σε δύο ξεχωριστές λίστες τα υποσύνολα κορυφών PERSOΝ και TASKS 
(δηµιουργούνται οι λίστες perso και tasks) 

○ το πλήθος των κορυφών για τις οποίες αναζητείται ταίριασµα (µεταβλητή people)  
○ το µέγιστο δυνατό πλήθος επιλογών ανά κορυφή που αναζητά ταίριασµα (µεταβλητή 

maxtasks) 
 

 

Στο παράδειγµα, τα ονόµατα των υπαλλήλων 
καταχωρούνται στη λίστα perso και οι επιλογές 
τους στη λίστα tasks. 
 
Σε περίπτωση που κάποιος υπάλληλος έχει 
επιλογές λιγότερες από το µέγιστο δυνατό 
πλήθος (maxtasks), το αντίστοιχο στοιχείο της 
λίστας συµπληρώνεται µε κενό χαρακτήρα.  
 
Για παράδειγµα, ο υπάλληλος Β έχει δύο 
επιλογές (µε µέγιστο πλήθος τις 3 επιλογές) 
οπότε η 3η επιλογή του συµπληρώνεται µε κενό 
χαρακτήρα (στοιχείο 6 της λίστας tasks).  

○  
 
2. Στην επόµενη διαδικασία Searching_elements_with_only_one_choice που καλείται:  
 

● Γίνεται αναζήτηση των κορυφών για τις οποίες υπάρχει µία µόνο επιλογή και τις ταιριάζει 
αυτόµατα µε αυτή. 

○ Για να εξακριβωθεί αν µία κορυφή έχει µόνο µία επιλογή, γίνεται καταµέτρηση των 
κενών επιλογών της κορυφής (µεταβλητή 2keno). 

○ Εάν η τιµή της µεταβλητής 2keno είναι ίση µε τη διαφορά του συνόλου των δυνατών 
επιλογών (µεταβλητή maxtasks) - 1, δηλαδή όλες οι επιλογές εκτός από µία είναι κενά, 
τότε: 

○ Γίνεται έλεγχος διαθεσιµότητας της συγκεκριµένης επιλογής. 



 

 

 

■ Εάν η επιλογή είναι διαθέσιµη, η κορυφή και η αντίστοιχη επιλογή 
της προσθέτονται στις οριστικές λίστες FINAL PERSONS και 
FINAL TASKS (ταίριασµα). Επιπλέον, αντικαθίσταται η 
συγκεκριµένη κορυφή στη λίστα perso από κενό και τα στοιχεία της 
λίστας TASKS που είναι ίσα µε την επιλογή που προστέθηκε στη 
λίστα FINAL TASKS αντικαθιστώνται µε κενό. Η επιλογή αυτή δεν 
είναι πλέον διαθέσιµη για τους υπόλοιπους υποψήφιους. 

■ Εάν η επιλογή δεν είναι διαθέσιµη, τότε υπάρχουν κορυφές που 
διεκδικούν την ίδια µοναδική επιλογή. Αυτό συνεπάγεται αδυναµία 
πλήρους ταιριάσµατος και το πρόγραµµα ολοκληρώνεται.  

○ Σε αντίθετη περίπτωση, εάν δηλαδή υπάρχουν περισσότερες από µία επιλογές 
για τη συγκεκριµένη κορυφή, η τιµή της µεταβλητής 2keno µηδενίζεται και η 
διαδικασία επαναλαµβάνεται για την επόµενη κορυφή, µέχρι να ελεγχθούν 
όλες οι κορυφές. 

 

 

Σύµφωνα µε την αρχική καταγραφή επιλογών 
ανά υπάλληλο, ο υπάλληλος C είχε µία µόνο 
επιλογή (την εργασία 2), η οποία του δόθηκε.  
 
Το όνοµά του και η επιλογή που του αναλογεί 
εκχωρούνται στις τελικές λίστες FINAL 
PERSONS και FINAL TASKS. 
 
Διαγράφονται οι συγκεκριµένες τιµές από τη 
λίστα perso (τιµή C) και την λίστα tasks (τιµή 
2). 
 
Διαγράφοντας τη δεσµευµένη εργασία 2 από τη 
λίστα των υπόλοιπων υπαλλήλων, προκύπτει 
µοναδική εργασία και για τον υπάλληλο B 
(εργασία 4). 
 
Ακολουθείται η ίδια διαδικασία για τον 
υπάλληλο Β και την εργασία 4. 

 
3. Ακολουθεί έλεγχος για πλήρες ταίριασµα µέσω της διαδικασίας Check_for_complete_matching, 
καθώς στο προηγούµενο βήµα (2) ενδέχεται όλες οι κορυφές να βρήκαν ταίρι. Σε περίπτωση πλήρους 
ταιριάσµατος εµφανίζεται σχετικό µήνυµα και τα τελικά ζευγάρια καταχωρούνται στις λίστες FINAL 
PERSONS και FINAL TASKS. Σε αντίθετη περίπτωση, συνεχίζεται η αναζήτηση.   
 
4. Στη συνέχεια, καλείται η διαδικασία Calculate_sum_of_choices_per_element για τον υπολογισµό του 
συνολικού πλήθους επιλογών ανά κορυφή και το άθροισµα αποθηκεύεται σε αντίστοιχα στοιχεία της 
λίστας sum. 
 



 

 

 

 

Στο παράδειγµα, ο 4ος υπάλληλος 
D έχει συνολικά 2 επιλογές 
(στοιχεία 10 και 11 της λίστας 
tasks).  
 
Συµπληρώνεται το πλήθος 
επιλογών του υπάλληλου D στο 
αντίστοιχο 4ο στοιχείο της λίστας 
sum.    

 
5. Η διαδικασία Match_choices_which_appear_only_once αναζητά επιλογές που αντιστοιχούν σε µία 
µόνο κορυφή, επιλογές δηλαδή που εµφανίζονται µία µόνο φορά στη λίστα tasks. Εάν παρουσιαστεί 
τέτοια περίπτωση, γίνεται υποχρεωτικό ταίριασµα κορυφής µε αυτή την επιλογή. 

● Η κορυφή και η αντίστοιχη επιλογή της προσθέτονται στις οριστικές λίστες FINAL PERSONS 
και FINAL TASKS (ταίριασµα). Επιπλέον, αντικαθίσταται η συγκεκριµένη κορυφή στη λίστα 
perso από κενό και τα στοιχεία της λίστας TASKS που είναι ίσα µε την επιλογή που προστέθηκε 
στη λίστα FINAL TASKS αντικαθιστώνται µε κενό. Η επιλογή αυτή δεν είναι πλέον διαθέσιµη 
για τους υπόλοιπους υποψήφιους.   

 

 

Στο παράδειγµα δεν προκύπτει 
τέτοια περίπτωση, καθώς κάθε 
αδέσµευτη επιλογή (1, 3 και 5) 
της λίστας tasks  
συµπεριλαµβάνεται στις 
επιλογές περισσότερων του ενός 
ατόµων. 

 
6. Εφόσον δεν έχει προκύψει πλήρες ταίριασµα, καλείται η διαδικασία Init_match που πραγµατοποιεί το 
αρχικό ταίριασµα (initial matching). Ταιριάζει δηλαδή τις αδέσµευτες κορυφές µε την πρώτη τους 
επιλογή, εάν αυτή είναι διαθέσιµη. 

● Προσθέτει τα στοιχεία της λίστας perso που δεν είναι κενά στη λίστα Initial People 
● Ξεκινώντας από το πρώτο άτοµο, ελέγχει εάν η πρώτη επιλογή του υπάρχει ήδη στη λίστα Initial 

Tasks (αρχικά είναι κενή). 
○ Εάν η συγκεκριµένη επιλογή δεν υπάρχει ήδη στη λίστα Initial Tasks: 

■ την εισάγει στη λίστα Initial Tasks,  
■ µειώνει το αντίστοιχο στοιχείο της λίστας sum κατά 1, αφού πλέον το άτοµο 

έχει µία λιγότερη διαθέσιµη επιλογή 



 

 

 

■ εισάγει τον αριθµό 1 στο αντίστοιχο στοιχείο της λίστας Current Task, 
υποδεικνύοντας ότι το άτοµο έχει αντιστοιχηθεί αυτή τη στιγµή µε την πρώτη 
του επιλογή. 

■ στο αντίστοιχο στοιχείο της λίστας Pointer εισάγεται ο αύξοντας αριθµός του 
ατόµου 

○ Εάν η συγκεκριµένη επιλογή υπάρχει ήδη στη λίστα Initial Tasks: 
■ εισάγει στη λίστα Initial Tasks ένα κενό χαρακτήρα 
■ εισάγει στο αντίστοιχο στοιχείο της λίστας Current Task τον αριθµό 0, 

υποδεικνύοντας ότι το άτοµο δεν έχει αντιστοιχηθεί ακόµα µε την πρώτη του 
επιλογή. 

■ στο αντίστοιχο στοιχείο της λίστας Pointer εισάγεται ο αύξοντας αριθµός 
του ατόµου 

 

 

Για παράδειγµα, ο υπάλληλος Α έχει 
αντιστοιχηθεί µε την πρώτη του επιλογή 
(5) ενώ παράλληλα το στοιχείο 1 της 
λίστας sum µειώθηκε κατά 1 και της 
λίστας Current Task έγινε 1. Καθώς ο 
υπάλληλος Α ήταν ο πρώτος υπάλληλος 
σε σειρά, καταχωρήθηκε στο αντίστοιχο 
στοιχείο της λίστας Pointer ο αύξοντας 
αριθµός 1.  
 
Όµοια και για τον υπαλληλο D. 
 
Αντίθετα, ο υπάλληλος E δεν µπορεί να 
αντιστοιχηθεί µε την πρώτη του επιλογή 
(3) επειδή την έχουµε ήδη ταιριάξει µε 
τον υπάλληλο D. Το αντίστοιχο στοιχείο 
της λίστας Initial Tasks για τον υπάλληλο 
E παραµένει κενό, ενώ το στοιχείο 
Current Task του ορίζεται σε 0. 

 
 
7. Ακολουθεί η κλήση της διαδικασίας Discard_sum_equal_to_zero, η οποία εξασφαλίζει τη διαγραφή 
των µηδενικών στοιχείων από τη λίστα sum. Πρόκειται για στοιχεία που αντιστοιχούν σε άτοµα που 
έχουµε ήδη ταιριάξει οριστικά και βρίσκονται πλέον στη λίστα Final Persons. 

● Ελέγχονται διαδοχικά όλα τα στοιχεία της λίστας sum και διαγράφονται όσα έχουν µηδενική 
τιµή. 

 



 

 

 

 

Στο προηγούµενο βήµα, τα 
στοιχεία 2 και 3 της λίστας sum 
είχαν µηδενική τιµή καθώς 
αντιστοιχούσαν στα άτοµα B και 
C που έχουµε ταιριάξει οριστικά.  
 
Για τον λόγο αυτό τα στοιχεία 
αυτά διαγράφηκαν εντελώς από 
τη λίστα και παρέµεινε µόνο το 
συνολικό πλήθος επιλογών των 
αταίριαστων υπαλλήλων (A, D 
και E). 

 
8. Μετά τον έλεγχο γα πλήρες ταίριασµα - κι εφόσον δεν έχει προκύψει  ακόµα - καλείται η διαδικασία 
Complete_Match στην οποία:  

● Δηµιουργείται η λίστα cp_initTdk που αποτελεί αντίγραφο του αρχικού ταιριάσµατος, 
προσθέτουµε δηλαδή όλα τα στοιχεία της λίστας Intial Tasks. Στη νέα λίστα cp_intiTdk θα 
γίνονται τυχόν αντικαταστάσεις επιλογών ανά άτοµο. 

 

 
 

● Ακολουθεί ο εντοπισµός του αζευγάρωτου υπάλληλου στη λίστα cp_InitTdk µε τη βοήθεια της 
διαδικασίας Search_for_unmatched_person: 

○ Ελέγχονται τα στοιχεία της λίστας cp_InitTdk µέχρι να εντοπιστεί κενό στοιχείο, άρα 
πρόκειται για τον υπάλληλο που - προς το παρόν - δεν έχει ταίρι.  

○ Καταχωρείται ο αύξοντας αριθµός του κενού στοιχείου στη µεταβλητή Τ, στη 
µεταβλητή Person checked και ορίζεται η µεταβλητή remain1 στο στοιχείο T της 
λίστας pointer (ώστε να ξέρουµε σε ποιά θέση της λίστας perso βρίσκεται ο 
αζευγάρωτος υπάλληλος κι εποµένως ποιές επιλογές της λίστας tasks του 
αντιστοιχούν). 

  



 

 

 

 

Στο παράδειγµα, το τρίτο στοιχείο 
της λίστας cp_InitTdk είναι αυτό 
που δεν έχει ταίρι, οπότε εκχωρείται 
η τιµή 3 στην µεταβλητή T.  
 
Την ίδια τιµή παίρνει και η 
µεταβλητή Person checked, ενώ η 
µεταβλητή remain1 αποθηκεύει την 
αρχική θέση του αζευγάρωτου 
υπάλληλου στην λίστα perso (ο 
υπάλληλος E ήταν 5ος στη σειρά).  

 
● Αρχικά, πραγµατοποιείται αναζήτηση διαθέσιµης επιλογής για τον αζευγάρωτο υπάλληλο από 

το σύνολο των επιλογών του. Ελέγχονται µε τη βοήθεια των µεταβλητών remain1 και Person 
checked όλες οι διαθέσιµες επιλογές του αζευγάρωτου υπάλληλου. 

○ Εάν υπάρχει διαθέσιµη επιλογή, που δεν περιέχεται δηλαδή ήδη στη λίστα cp_InitTdk, 
τότε την προσθέτουµε στην αντίστοιχη θέση της λίστας cp_InitTdk και προκύπτει 
πλήρες ταίριασµα. 

○ Εάν δεν υπάρχει διαθέσιµη επιλογή για το αζευγάρωτο άτοµο, καλείται η διαδικασία 
Searching_for_alternating_path για την αναζήτηση εναλλακτικού µονοπατιού 
(alternating path).  

 
Σύµφωνα µε διαδικασία Searching_for_alternating_path, αν µπορεί να αποδεσµευτεί η πρώτη αρχικά 
επιλογή του αζευγάρωτου υπάλληλου από κάποιον άλλο υπάλληλο που έχει κι άλλες δυνατές επιλογές, 
γίνεται ταίριασµα µε την επόµενη δυνατή επιλογή του. Το παραπάνω βήµα επαναλαµβάνεται µέχρι να 
προκύψει πλήρες ταίριασµα ή να έχουν εξαντληθεί όλοι οι πιθανοί συνδυασµοί (εναλλακτικά µονοπάτια).  
 
Η διαδικασία Searching_for_alternating_path µπορεί να γίνει πιο κατανοητή βλέποντας το τµήµα του 
λογικού διαγράµµατος που της αντιστοιχεί: 

 



 

 

 

 
  
 

 

Στο παράδειγµα, ο 
αζευγάρωτος υπάλληλος Ε 
δεσµεύει την πρώτη επιλογή 
του 3 και την προσθέτει στη 
λίστα cp_InitTdk. 
 
Η επιλογή 3 δεν είναι 
διαθέσιµη, την έχει ήδη ο 
υπάλληλος D (λίστα Initial 
Tasks).   
 
Η επόµενη επιλογή 1 του 
υπάλληλου D είναι διαθέσιµη, 
οπότε γίνεται ταίριασµα του D 
µε την επόµενη επιλογή του.  



 

 

 

 

 

Στη λίστα cp_InitTdk έχουν 
δεσµευθεί οι επιλογές 1 και 3 
για τους υπάλληλους D και Ε 
αντίστοιχα. 
 
Εφόσον στις επιλογές του 
υπάλληλου Α 
συµπεριλαµβάνεται η 
αδέσµευτη επιλογή 5, τη 
δεσµεύει και καταλήγουµε σε 
πλήρες ταίριασµα.  

 
 
Λογικό Διάγραµµα  

Το λογικό διάγραµµα που απεικονίζει όλα τα βήµατα του παραπάνω αλγόριθµου είναι 
προσβάσιµο στον ακόλουθο σύνδεσµο:   
https://drive.google.com/file/d/0B_jQOhJLJdkWTFdkTjFBOWxPZ1k/view?usp=sharing 
 

 
 
Διάγραµµα Κώδικα 

Για την κατανόηση των λειτουργιών προτείνεται να επισκεφθείτε τον παρακάτω σύνδεσµο  
(http://prezi.com/oegcwiqeihoe/?utm_campaign=share&utm_medium=copy), όπου παρουσιάζονται τα 
διάφορα τµήµατα του κώδικα και ο τρόπος που συνδέονται µεταξύ τους. 
 

  
 
  



 

 

 

Ο κώδικας σε Scratch 
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ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ 
Κλείνοντας την παρούσα εργασία θα θέλαµε να ευχαριστήσουµε τις επιβλέπουσες καθηγήτριές 

µας που µε υποµονή και συνέπεια προσπάθησαν να µας εισάγουν στον κόσµο των Μαθηµατικών και της 
Πληροφορικής, καθώς και τους γονείς µας που µας στήριξαν σε αυτήν µας τη προσπάθεια. 
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